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Graphe non orienté : G = (V, E)
V' : ensemble de sommets/noeuds

E : ensemble d'arétes (paires non ordonnées de sommets)




Graphe orienté : D = (V, A)
V' : ensemble de noeuds/arétes

A : ensemble d'arcs (paires ordonnées de sommets)
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Probléme de plus court chemin f } —> fj\}/

\__/)O

Plus court chemin
» Instance. Un graphe orienté D = (V, A), une fonction de codt

c: A — R, et deux sommets o et d
» Question. o-d chemin (elementalre)P de colit minimum

2 c(a).

a€eP

Une version non orientée peut aussi étre considérée. 4/25
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Formulation PLNE

min E Caq
X

acA
zq € {0,1}, Va€ A
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Formulation PLNE

min E Calq
x

acA
s. t. Z Tg — Z ze =0, Vv ¢ {o,d}
a€dt(v) a€d—(v)
Z Lag — Z Tg =1,
a€dt (o) a€d— (o)
Z Tq — Z T =—1
a€dt(d) a€d—(d) \
zq € {0,1}, Va e A O———0d

5t (v) ={a= (v,u) € A}, 5 (v)={a= (u,v) € A}
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Complexité du probléme?
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Complexité du probléeme

> NP-difficile dans le cas général
> Polynomial dans plusieurs cas particuliers

1. Pas de fonction de coiit (¢ = 1) : parcours en largeur
2. Acyclique :

> Orienté : ordre topologique -

> Non orienté (forét) : au plus un o-d chemin élémentaire
3. Sans cycle absorbants :

> Orienté : programmation dynamique

> Non orienté : T-joints
4. Poids positifs : algorithme de Dijkstra

Cycle absorbant (=cycle de coiit négatif)
Un cycle absorbant est un cycle C' tel que > . ca < 0.
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Principe d'optimalité de Bellman

Proposition. Soit P un o-v chemin avec k > 0 arcs, u le sommmet
juste avant v dans P, et P’ le o-u sous chemin de P (en enlevant
I'arc (u,v)). Si P est un plus court chemin de 0 a v, alors P’ est un

plus court o-u parmi les o-u chemins avec & — 1 arcs. )

P >
\)j ;Q/§° J
P/
y

o’ C(P’ﬁ« ?é*"’“”) &C (P)
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Preuve
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Equation de Bellman

Contexte : graphe orienté sans cycle absorbant

Fonction valeur : f: V x Z; — RU {+o0} telle que :

» f(v,k) = colit du plus court chemin de 0 a v qui a au plus k
arcs.

» f(v,0) =0 siv=o0, +00 sinon

Equation de Bellman/Equation de programmation dynamique

fo,k+1)= min [cq + f(u,k)]

a=(u,v)

a€d™ (v)

A
o
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Initialisation : V
Tableaux 2d f et a

f(0,0) < 0si v =0, +o0 sinon
Pour k allantde 1 a |[V|—1, Vo e V :
flu k) « Er(lin)[ca + flu, k= 1)]
acs~ (v) o
a(v, k) + arg min [c, + f(u, k —1)]
' a=(u,v
a€é (v)
Retourner :

f(d, k)

min
ke{0, ..., |V|—1}

Proposition. L'algorithme retourne un plus court o-d chemin en
o(lv]-|Al)
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Reconstruction du chemin optimal
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o Cas particulier : graphe acyclique
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Graphe acyclique : ne contient pas de cycle.

Un ordre topologique < sur D = (V, A) est un ordre sur V
tel que : s'il existe un u-v chemin, alors u < v. =

Proposition. Il existe un ordre topologique sur D < D est acyclique

— Contexte : graphe orienté acyclique

ordne - EQ,E/Q,J -J BQQJ j
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Programmation dynamique sur un graphe acyclique |

)

f(v) : longeur d'un plus court o-v chemin : -
> f(v)=0siv=o0 gco\)
> flv) = min  f(u) + ¢, i

a=(u,v)€d~(v)

Algorithme J

Calculer f(v) en parcourant les sommets dans |'ordre topologique.

Proposition. L'algorithme retoune un plus court o-d chemin en
O(IV] + |A)) |
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o Généralisation de la programmation dynamique
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Systéme dynamique discret :
Horizon temporel fini [1, 77
Espace d'état S fini
Etat initial s,
Espace d'action I/ fini
Etat du systéme a l'instant ¢ : s;
Fonction de transition f telle que s;11 = f(s¢,ut)
Cout de I'action w en I'état s : c(u, s)

Colit d'étre en I'état s au temps T : cp(s)



Programmation dynamique
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Programmation dynamique : généralisation

C=V
T-1
m&n c(ug, s¢) + er(sr)
t=0
s. t. Sb = Sini,
Str1 = f(st,ut), vVt e [0, T —1]
Ut EUCSA,) vVt e [0,T — 1]

Fonction valeur : V(¢, s) colt d'une solution optimale du probléme
sur [[t,T] si le systéme est en s au temps ¢

Equations de programmation dynamique

> V(T,s) =cr(s)
> V(t,s) = Iuneigllc(s,u) +V(t+1,f(s,u), Vt€[0,T —1]

= calculable en O(|S| - |U| - T) 20/25
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o Algorithme de Ford-Bellman
o Cas particulier : graphe acyclique
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Contexte : poids positifs, Va € A, ¢, > 0

Proposition. Soit £ < |V, et V}, un ensembles des & plus proches
sommets de o. Soit f(u) la longeur du plus court o-u chemin pour
u € V. Alors Viy1 = Vi U{v} avec

v €argmin[ min  f(u) 4 ¢y est un ensemble de k£ + 1 plus
VeV (u,w)ed (v)
ueVy
proches sommets de o.

. P CM%J,g,(m)
P~ iAo wevh ’

(»12~EA



_ = gm@ Q0 p..
T toloadin : J@uf;o U!'?{:Vo

+0Q )\'\MG'V\

Todqa VAU #¢
A € VWU g ainine daw

Aéo«Ln«;—a‘UtU&UJrS{V?:VgU,,
V’ur )'C( ("“,%}C%"’(M)
Jwé_w(dm_/ JMJ-C,\,_I%)

gw‘m - eVl wde A}
M) = §ueVl (e AT




V¢:%
V,= {s}

y -&\Z '?’ '\/2:{5‘,@‘} ]
/‘(; 3 Yoz ys oan O\m: min{c?'a,dsfcmﬁ_‘
§ ~— b 1 Y 3 !
\z '\e_ L Vi {s,ap, c - minfios, A S
‘S ./‘3’— o 1 L* ° VS:{flq\ /C/5‘3
IRV VS e
L4 A \/¥: {Slq(,") Cl(quljc‘s ZWen 1)1»;), 14,4 ZS

db: m((vi db/ Aa*‘n,a];
Zmin ])2, 455§=2

tel) 0,5y
@Q

S\u)L)co\ e g‘?ﬂ}

O [40° |40 [+ap |40 |4 +Cm—1‘(~oo 4o [ +Qe




I»u\xmce,: ') :C\// A)/ &Co\)

acA , o, J e
(b’“’)ve\/



5.3
S. 16
S. 19






	Le problème de plus court chemin
	Programmation dynamique
	Algorithme de Ford-Bellman
	Cas particulier: graphe acyclique
	Généralisation de la programmation dynamique

	Algorithme de Dijkstra

