


Récapitulatif sur les plus courts chemins

> NP-difficile dans le cas général

> Polynomial dans plusieurs cas particuliers
1. Pas de fonction de coiit (¢ = 1) : parcours en largeur (
2. Acyclique : )

> Orienté : ordre topologique

> Non orienté (forét) : au plus un o-d chemin élémentaire
3. Sans cycle absorbants :

> Orienté : programmation dynamique

> Non orienté : T-joints

4. Poids positifs : algorithme de Dijkstra
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3. Flots et coupes
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s-t flot maximum, s-t coupe minimum Flot de coiit minimum
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@ s-t flot maximum, s-t coupe minimum
© Flot de cotit minimum

© PLNE pour les flots

PLNE pour les flots
0000
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Definitions. Soit D = (V, A) un graphe orienté, s et ¢t deux
sommets dans V, et u : A — R, une fonction de capacité.

Un s-t flot est une fonction f: A — R telle que : f/("\) ) £0\

Vb—€\/\§§),- "
} Q€%+(v) 3( ) -’C%S‘(—u) 3(&\:0

C'est un s-t flot sous u si :
Va , DG <)

La valeur du s-t flot est :

M-Q(38 g+(g)3(°\ a€f- (SX%(‘Q



Definitions. Soit D = (V, A) un graphe orienté, s et ¢t deux
sommets dans V, et u : A — R, une fonction de capacité.

Un s-t flot est une fonction f: A — R telle que :

Vo € V\{S’t}a Z f(a) = Z f(a)

a€d—(v) a€dt(v)

C'est un s-t flot sous u si :

La valeur du s-t flot est :



Definitions. Soit D = (V, A) un graphe orienté, s et ¢t deux
sommets dans V, et u : A — R, une fonction de capacité.

Un s-t flot est une fonction f: A — R telle que :

Vo € V\{S’t}a Z f(a) = Z f(a)

a€d—(v) a€dt(v)
C'est un s-t flot sous u si :
Va € A, f(a) < u(a)

La valeur du s-t flot est :



Definitions. Soit D = (V, A) un graphe orienté, s et ¢t deux
sommets dans V, et u : A — R, une fonction de capacité.

Un s-t flot est une fonction f: A — R telle que :

Vo € V\{S,t}, Z f(a) = Z f(a)

a€d—(v) a€dt(v)
C'est un s-t flot sous u si :
Va € A, f(a) <u(a) |

La valeur du s-t flot est :

val(f) = Y fla)— > fla)

a€6+ (s) a€d—(s)

chsu\ %(“) - ai:s*(k) gr(qj



s-t flot maximum, s-t coupe minimum
oe

Probléeme de s-t flot maximum

Maximum s-t flow
> Instance. Un graphe orienté D = (V, A), deux sommets
distincts s et ¢ dans V, et une fonction de capacité
u:A—>Ry.
» Question. Un s-t flot sous w de valeur maximum.

e (05\ =40
+9
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Definitions. Soit D = (V, A) un graphe orienté, s et ¢t deux
sommets dans V, et u : A — R, une fonction de capacité.

Une s-t coupe est un ensemble d'arcs B = 6% (U) pour U C V
qui contient s mais pas t. @) ¢ fa))
La capacité u(B) de la coupe vaut : 5, F

u(B) = Y ul) %
aEB g -(UJ



s-t flot maximum, s-t coupe minimum
oe

Probléme de s-t coupe minimum

Minimum s-t cut

> Instance. Un graphe orienté D = (V, A), deux sommets
distincts s et t dans V, et une fonction de capacité
u:A— R+.

» Question. Une s-t coupe B de valeur minimum u(B).
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s-t flot maximum, s-t coupe minimum
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Flot maximum et coupe minimum

Proposition. Soit f un s-t flot sous u et B = §"(U) une s-t coupe.
On a d'une part :

D’autre part :

6/22



s-t flot maximum, s-t coupe minimum
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Flot maximum et coupe minimum

Proposition. Soit f un s-t flot sous u et B = §"(U) une s-t coupe.
On a d'une part :

val(f) = Y fla Z fla

a€dt(U) a€d—(U)

D’autre part :
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s-t flot maximum, s-t coupe minimum
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Flot maximum et coupe minimum

Proposition. Soit f un s-t flot sous u et B = §"(U) une s-t coupe.

On a d'une part :

val(f) = Y fla Z fla

a€dt(U) a€d—(U)

D’autre part :
val(f) < u(B)
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Définitions. Soit (D = (V, A), s, t, u) une instance du probléme de
s-t flot maximum, on définit de nouveaux arcs @ :

.. s . Ay
On définit les capacités résiduelles u; : A — R, :

On définit le graphe résiduel par ﬁf = (V, Ay) ou :



Définitions. Soit (D = (V, A), s, t, u) une instance du probléme de
s-t flot maximum, on définit de nouveaux arcs @ :

Va = (u,v) € A, ‘@ = (v,u)
A =Au{T:acA)

.. s . Ay
On définit les capacités résiduelles u; : A — R, :

On définit le graphe résiduel par ﬁf = (V, Ay) ou :



Définitions. Soit (D = (V, A), s, t, u) une instance du probléme de
s-t flot maximum, on définit de nouveaux arcs @ :
Va = (u,v) € A, ‘@ = (v,u)
A =Au{T:acA)
On définit les capacités résiduelles u : X Ry :
uf(a) =u(a) - f(a)
us (@) = f(a)
On définit le graphe résiduel par ﬁf = (V, Ay) ou :
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Définitions. Soit (D = (V, A), s, t, u) une instance du probléme de
s-t flot maximum, on définit de nouveaux arcs @ :

Va = (u,v) € A, ‘@ = (v,u)

A =Au{T:acA)

On définit les capacités rési;‘i:elles (I X Ry :
) =ule) = 1) B PR T T HR s
up(a) = f(a) o b e o)

On définit le graphe résiduel par ﬁf = (V, Ay) ou :

@)

Af:{a€?2Uf(a)>0}

$G¢ <410
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Définitions. Un chemin f-augmentant est un s-t chemin dans le
graphe résiduel.

Augmenter le flot f d'une valeur v le long d'un s-t chemin P
consiste a :

fla) < f(a)+~vysiae P

f(a) < fla)—~ysiTeP

Proposition. Un s-t flot f est maximum s'il n'existe pas de chemin
f-augmentant.
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s-t flot maximum, s-t coupe minimum
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Théoréme flot maximum coupe minimum

Théoréme. La valeur maximum d'un s-t flot est égale a la valeur
minimum d’'une s-t coupe.
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s-t flot maximum, s-t coupe minimum Flot de coiit minimum PLNE pour les flots
0000000000080 000000 0000

Preuve
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Instance : (D = (V, A), s, t, u)
Initialisation : Pour tout arc a € A, f(a) + 0

Tant qu'il existe un chemin f-augmentant

P < chemin f-augmentant avec un nombre minimum d'arcs
Augmenter f de mingep us(a)

Proposition. L'algorithme trouve un flot maximum en O(|AJ?|V|)

Proposition. Si la capacité u est entiére, alors il existe un flot
maximum entier, et |'algorithme d'Edmonds-Karp le trouve.







s-t flot maximum, s-t coupe minimum Flot de coiit minimum PLNE pour les flots
0000000000000 00000 0000

© Flot de coiit minimum
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Definition. Soit D = (V, A) un graphe orienté, /: A — R et
u: A — Ry des capacités telles que £ < u, et b: V — R une
fonction telle que }°, i b(v) = 0.

Un b-flot est une application f: A — R telle que :

Et pour touta € A :

Une circulation est un b-flot avec b = 0.



Definition. Soit D = (V, A) un graphe orienté, /: A — R, et
u: A — Ry des capacités telles que £ < u, et b: V — R une
fonction telle que }°, i b(v) = 0.

Un b-flot est une application f: A — R telle que :

VoeV, Y fla— > fla)=bv)

a€dt(v) a€d—(v)

Et pour touta € A :

Une circulation est un b-flot avec b = 0.
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Definition. Soit D = (V, A) un graphe orienté, /: A — R, et
u: A — Ry des capacités telles que £ < u, et b: V — R une
fonction telle que }°, i b(v) = 0.

Un b-flot est une application f: A — R telle que :

VoeV, Y fla— > fla)=bv)

a€dt(v) a€d—(v)
Et pour touta € A :
l(a) < f(a) < u(a)

Une circulation est un b-flot avec b = 0.



Flot de coilit minimum
00e000

b-flot de colit minimum

Soit une fonction de coiit ¢ : A — R, le coit d'un b-flot f est :

> ca)f(a)

Minimum cost flow

> Instance. Un graphe orientée D = (V, A), £: A — R et
u: A — Ry des capacités telles que £ < wu, b: V — R une
fonction telle que >, b(v) = 0, et une fonction de coiit
c:A—=R

» Question. Un b-flot de colit minimum.
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Soit f un b-flot, on définit le graphe résiduel Dy = (V, Ay) ol :

Ap={acA:u(a)> fla)}U{T :ac Aet f(a) > {(a)}
- T ==
On définit la capacité résiduelle u s comme :
uf(a) =u(a) — f(a) sia e A
upla) = f(a) —tla)si T e A |
On étend ¢(‘@) = —c(a) pour @ € .

Un cycle f-augmentant C est un cycle dans D;. On définit son colit
par : -



Flot de colit minimum
000080

Critére d'optimalité

Théoréme. Un b-flot f est de colit minimum s'il n’existe pas de
cycle f-augmentant C' tel que ¢(C) < 0. J

18/22



Definition Le coiit moyen d'un cycle C dans le graphe résiduel est
définit par :
_ <(©)
C|
Algorithme de suppression de cycle de colit moyen minimum
(Algorithme 6 poly.).
\_—

&(C)




s-t flot maximum, s-t coupe minimum Flot de coit minimum PLNE pour les flots
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© PLNE pour les flots
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PLNE pour les flots
0000

PLNE pour le st flot maximum
/‘

= &(a)

s Y e 3w = ol (f)

x
a€dt(s) a€d—(s)

rE, Za > O
T a2 oV, # 5 F

acstr) CEEH)

<. € ag) Y a
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PLNE pour le s-t flot maximum

max
x

)DIETED IS

a€dt(s) a€d—(s)

Z Tg — Z xq =0, Vv ¢ {s,t}

a€dt(v) a€d—(v)
Zq < Uq,
0 < zq,

Va € A
Va € A

PLNE pour les flots

0@00
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PLNE pour les flots
[e]e] o]

Propriétés

Proposition. La matrice de flot est totalement unimodulaire. J
Proposition. Le probléme de s-t capacité minimum est le dual
Lagrangien du probléme de s-t flot maximum. J
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