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Probléme combinatoire générique

(P): mip f (x)

X ensemble fini, trop grand pour énumérer toutes les solutions en
temps raisonnable
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On dispose d'une “borne inférieure” A : P(X) — R qui a toute
partie Y de X, associe '

AY) < ;%1}1} f(z).

On suppose que A se calcule “facilement” (par exemple, en temps
polynomial).
L'algorithme maintient :

un ensemble ) de parties de X telle que [ Jycy, ) contient un
minimum de f sur X

la meilleure solution courante Z.

Idée principale. On peut se débarrasser de Y € YV si A(Y') > f(Z). |



Initialisation : Y = {X}.

On part d'une solution réalisable quelconque Z. Une itération est
Choisir une partie Y de ).

Partitionner Y en parties Y/, Y/Q’, ..., Y! (s =2 en général)
Supprimer Y de ). —
Faire pour i =1,...,s:
= il'on trouve directement y € Y/ minimisant f(y) et si W 3(7)
7ly) < f(@), poser yeY’
si /\( ) < f(Z), poser '—yU{Y’}

> Al ),(\/ >*> %(K> AOMML’MW
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o 32 daa V7



On trouve directement y € Y minimisant f(y) par exemple
quand Y] est un singleton, ou

quand par chance le calcul de A(Y;) fournit une solution dans
Y/ (cas de la PLNE et de la relaxation linéaire ci-aprés).
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Schéma en arbre

probl eme de minimisation
de f sur X

A(Y) < mingey f(z) pour

tout Y C X

é <+———  meilleure solution courante

rt arien d’explorer cette région 6/ 22

SAYY) > £(3), il ne-



Nombre fini d'itération, mais non polynomial.

Les performances seront d'autant plus grandes que la borne est
de bonne qualité : pour un probléme de minimisation, plus elle
grande, plus elle permettra de “couper”.

La facon de choisir et partitionner Y est également d’une
grande importance — stratégie de branchement.
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PLNE
0®000

Exemple : programmation linéaire en nombres entiers

La programmation linéaire en nombre entiers (PLNE) se
modélise, avec A € R™*"™ et b € R™ et c € R®

min ¢z
(PLNE) sc./ Az <D
T € ZP x R"7P,
(Rappel : PLe P.)
Théoréeme. PLNE est A/ P-difficile. J
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Une borne inférieure a la valeur optimale v,,. d'un PLNE s'obtient
en relachant la contrainte d'intégrité :

min ¢z
xT
(PL) sc./Az<b
Tz € R",

et notons v, sa valeur optimale.

Ona:

/Uplne 2 vpl'



4 = %k
\(¥) =6

Min  x1 + b5xo
s.c. 4dx1 —2x9 <13
2x1 + 8z > 11 X
T1,xo € 7.
—

On commence par résoudre ce programme en ne demandant que
x1, 22 € R (on relache la contrainte d'intégrité).

On obtient : z1 = 3.5, x5 = 0.5, Uj )( = Y, U YL

E———
On “branche sur z1" :

Min  x; + 5z Min  x1 4 5xo
s.c. 4dx1— 219 <13 s.c. 4dx1—2x9 <13
221 4 8x0 > 11 (X, 2z, + 81, > 11 &
I = 4 <

:Iil,JZQEZ. $1,IL’2€Z.






En commencant toujours par la branche de gauche.

x1 =3,5
zo =0,5 S(
v="06
1 <3 1 X4
Y, e
1 x5 = 0,625
v=6,125
1 1
WA i
! 1 =1,5
\/1 Ty = Non réalisable v/
v==6,5 t
2 A< 1
xp =1
ry = 1,125
v = 6,625
2 NS 1

Non réalisable

—_—

abandon
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3<T\‘ G = (\//E)
T k= vl

(4

Modéliser le probléme de coloration sur un graphe G = (V, E) par
un programme linéaire en nombres entiers.

Vo \/, = U ceke
g L,Qn.\ €AE k'LvL 1[ g 13 mc }égc)/'a

e A f el LA o) v: e[i]

= ’l;VV—D C
CM :(f_’q"’( MW«Q& ,..-Qu.\h»pam

lv(“/"")ef oo+ HKer < A
\V/w’ j“‘.




Modéliser le probléme de coloration sur un graphe G = (V, E) par
un programme linéaire en nombres entiers.

Solution : soit K une borne supérieure au nombre chromatique (si
on le choisit trop petit, le PLNE est infaisable).

K
min ;
nis ;yl
Tui T Toi < Y V(’LL,U) € AVie {1,,K}
K
Zl‘m:l YveV
=1

xj,G{O,l} YoeV
‘yzégi Vie{l,...,K}
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Flots et PLNE

Exercice

Modéliser le probléme de s-t flot maximum sur un graphe orienté par
un programme linéaire en nombres entiers. G = (V, A). On notera
uq la capacité d'un arc.
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Flots et PLNE

Exercice

Modéliser le probléme de s-t flot maximum sur un graphe orienté par
un programme linéaire en nombres entiers. G = (V, A). On notera
uq la capacité d'un arc.

Solution

x
— o
max, mcS(S)

a€dt(s)
s.t. Z Ty = Z T, YU €E V\;S,ct.
a€d—(v) a€dt(v)
To < Ug Vaec A
ZTq € Ly, Va € A
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Trouver un équilibre entre qualité de la relaxation et taille du
programme linéaire.

L'enveloppe convexe des points entiers a |'intérieur d'un PLNE est
un polyhédre, avec généralement un nombre exponentiel de facettes.
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Matrice totalement unimodulaire

Une matrice A a coefficients entiers est totalement unimodulaire si
toute sous matrice carrée admet un déterminant égal a -1, 0, ou +1.

Théoréme

Si A est totalement unimodulaire si et seulement si les sommets du
polyhedre {x, Az < b} sont entiers pour tout vecteur b entier.

Lemma

Soit A une matrice a coefficients dans {+1,0, —1}. Si toute colonne
contient au plus un +1 et au plus un —1, alors A est totalement
unimodaulaire. )

Exercice : montrer qu'une matrice du probléme de s-t flot maximum
est totalement unimodulaire.
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Pour la PLNE, on choisit souvent de brancher sur la variable la
“moins” entiére, en partant du nceud de |'arbre pour lequel la
relaxation est la meilleure.

En pratique : ne jamais reprogrammer un branch-and-bound
pour la PLNE. Il existe de nombreux solvers — libres ou payants —
extrémement performants.

Exemple de solver libre :& HiGHS;GLPK, SCIP.

Exemple de solveur commerciaux :PLEX, Xpress
f



Sur un méme ordinateur, la version actuelle de CPLEX est 580 000
fois plus rapide que la version initiale de 1991.
Programmation linéaire (maintenir la factorisation de la
matrice)

Coupes valides
P sy

Stratégies de branchement



Inégalités valides et Branch-and-cut
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Inégalité valide

Soit avec A e R™*" et bc R™ et c € R™

min ¢'x

xT

s.c. Ax<b
X € ZP x R"P,

Definition
Soit « € R™ et B € R, l'inégalité a"x < S est valide ssi elle est

- . . , . J— /-
satisfaite par toute solution réalisable dans Z” x R™ P mais pas par
toute solution du relaché linéaire.

— Permet d'améliorer la qualité du relaché linéaire.
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Version améliorée du Branch and bound : étape additionnelle qui
consiste (pas systématique) a renforcer la relaxation linéaire.

Comment ? Une famille 7 d'inégalités valides (ar, Bf) rer est
considérée. En fixant x la solution courante, on définit I'inégalité
valide la plus violée f* par le probléeme de séparation :

;trg;‘l B — a}rx

\/w_ﬂJ
Dans le cas ol By« — a}—*x < 0, on ajoute f* au PL. La solution

courante ne la satisfait pas, on améliore donc la relaxation.

Remarque En pratique on considére souvent F de taille
exponentielle — on a besoin d'un probléme de séparation facile.



S'il peut se modéliser sous la forme d'un probléme facile connu
= algorithme exact

Formulation PLNE tractable == PLNE avec solveur industriel
Métaheuristique
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